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Abstract. We consider the embeddingproblem of a nilpotentLie algebra into a
stratified one, we constructall nilpotent Liealgebrasofdimension~ 7 having a
fixed Lie algebraof codimension1, andwegetamongotherresults, a new classi-
fication of 6-dimensionalnilpotent Liealgebras. Thisstudyhasapplicationson the
analysis of deformationsof the internal spaceof 11 dimensionalKaluza-Klein
theories(nonabelian theories)andin 11 -dimensionalsupergravity.

Resume.Onétudieleproblèmeduplongementd‘une algèbredeLie nilpotentedans
unealgèbredeLie nilpotentestratifieeminimale;on construit touteslesalgébresde
Lie nilpotentesdedimension~ 7 contenantunealgébrenilpotentefixeedecodi-
mension1, et l’on obtient entreautres unenouvelleclassificationdesalgèbresde
Lie nilpotentesde dimension6. Cetteétudea desapplicationsdansl’analysede
deformationsde 1 ‘espace interne des theoriesde Kaluza-Klein de dimension11
(theoriesnonabéliennes)et en supergravirédedimension11.

INTRODUCTION

La classification des algèbres de Lie nilpotentes de dimension finie est un

problbme a ce jour non résolu et qui présented’intéressantesapplications a
d’autrestheories,parexemplelesalgèbresde Kac-Moody [10].

La dimension 7 joue un rOle particulier, car c’est la plus petite dimension
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00 apparaissentdivers phénomènes:de classification(seriescontinuesd’algèhres
non-isomorphes).de structure(existenced’ideaux abéliensmaximaux de diffé-

rentesdimensions),ou lies a la notiond’algèbrenilpotentestratifiée.
Cettenotion a ete introduite recemmentpardivers auteurs,soit commedCfor-

mation du cas abelienIR’~pour 1’Analyse Harmonique[4], soit commehypothèse

techniquedanscertainsproblèmesd’analyticite jointe et sépareepour les repre-
sentationsdes groupes de Lie nilpotents [2]. Dans ce dernier cas. Ic résultat
obtenuest Ic suivant:pourune algèbrede Lie g nilpotentestratifieeengendrCepar
X i...., X~,et (ir, ~C) representationunitairecontinuedu groupede Lie connexe

simplementconnexed’algèbrede Lie g. ~ est un vecteuranalytiquepour
ir si et seulementsi ~pest un vecteurC~qui verifie pourun C> 0

Idir(~1)...dir(X,~)PM<C~n!VnEIN,Vi1,..., i,~,l~i i,~p.

oü dir est la representationderiveede g.
Ce resultatdemeurevalablepour les algèbresnilpotentesnon stratifiees.car ii

est bien connu que toute algèbre de Lie nilpotente de longeurr a p generateurs
est quotientd’une algèbrede Lie stratifiee:l’algêbrede Lie nilpotentedelongueur
r libre a p generateurs;maisd’autresméthodespermettentd’eliminer totalement

l’hypothèsedestratification.
De ce fait, ii sembleinteressantd’etudier les relationsentrealgèbresstratifiées

et non-stratifiees,et un problémenaturelest celui du plongementd’une algébre

de Lie nilpotentedansunealgèbrestratifiee<<minimale>>.
Mais la dimension 7 joue aussi un rOle majeuren physique contemporaine.
En theorie de Kaluza-Klein generalisee,on considèreune variété fibrCe sur

l’espace-tempsphysique (ou une variété produit) dont la fibre-type est une
varietedite <<espaceinterne>>; sur l’espaceinternedoit opererle groupede grande

unification (forte-électrofaible)SU(3) x SU(2) x U(1). Le dimension minimale
d’une variété sur laquelle opère ce groupe est 4 + 2 + 1 = 7 Ct l’espaceinterne

est pris commevariete de groupeabélien de dimension 7, en generalcompact,
ce qui aboutita une tIleorie deKaluza-Kleindedimension11.

De manière analogue au passagede la mécaniqueclassiquea Ia mécanique
quantiquedu cas nilpotent, et dans l’esprit de la théorie desstar-produits.nous

noussommesdemandés’il etait possiblede substituerpardc~for,nationsminima-
les, a l’espaceinterneprécédentune variété de groupenilpotent de dimension7.
Le problèmeconduit naturellementaux questionssuivantes 1) classifier toutes

les algèbresde Lie nilpotentesde dimension7: 2) determinerles groupespouvant
operersur les algèbresde manièrecohérente.

L’analyse de supergraviteen dimension I I conduit a des etudesanalogues.
On voit l’importance, mathematiqueet physique, de la dimension 7 pour les

algèbresde Lie nilpotentes. Nous donnonsici une étude préliminaire, mais qui
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noussemble résoudre,dans cc contexte,desproblèmesmathématiquesnaturels

ouverts.
Le problèmedu plongementstratifié peutétre formule de deux facons diffe-

renteset dans les deux cas il existe toujoursune solution. Mais nousdonnons

desexemplesoO ii existe plusieurssolutionsnon isomorphes.etmème,en dimen-
sion 7, un infinite continuedetellessolutions.

Nous sommesaussi conduitsa essayerde classifierles algèbresde Lie nilpoten-

tes de dimension n + 1, contenant,a isomorphisme près, une algebre de Lie
nilpotente fixée de dimension n. Nous introduisonspour cela la méthodedes

derivations nilpotentes, Ia difficulté étant Ia separationdes series obtenuesen
classesde solutionsnon isomorphes.En dimension6, on obtientuneclassification
plus fine que Ia classification de Morosov [8]. En dimension 7, on determine

toutesles algèbresde Lie nilpotentescontenantunealgèbredonnéede dimension
6, par des seriescomportantdes paramètresreels arbitraires; certainesseries
comprennentune infinite d’algèbres, d’autres un nombre fini. La separation
qui a pu être effectuéedansun certainnombrede casmontre que la classification

annonceedans[91est certainementincomplete.
Le corpsde baseest ici IR.

1. ALGEBRES DE LIE STRATIFIEES

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de dimensionfinie de Iongueur r, i.e.
(~‘

Tg* 0, ~‘ r+ = 0 oO ((,~Pg)~1 désigne Ia série centraledescendante.La

suite des n
1 = dim ~“g — dim ~ ‘g, 1 ( i ~ r, sera appelée la graduation de

g. On dira qu’un sous-espacevectoriel de g engendreg commealgèbrede Lie

si g = + - . . + g~oO est defini inductivementpouri~2 parg1= [g1, g~_1]:

g est dite stratifiées’il existe un sous-espacevectoriel de g tel queg =

n g~.L’existence d’un sous-espaceg1 tel que Ia sommeg = + - - - +

ne soit pas directe n’implique nullement que g ne soit pas stratifiée, commele

montre l’exemple suivant de dimension 7, plus petite dimensionoO cc cas se
produit: g a pour base(Xi) 1 e~i~ 7 avec les relationsde commutationsuivantes:

[X1,X21 = X3 + X7, [X1,X4] = — X5 + 2X.~,[X1,X5] = X7

[X2, X3] = X7. [X7,X41 = X5, [X~.X5] = X6, [X3.X4] = X6.

Si = IRX1 ~ IRX2 ~ IRX4, la somme + + g3 n’est pas directe,mais =

= IRX1 e IR(X2 + X5) 0 IRX4 est tel que g = 0 0 g~.
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2. CLASSIFICATION DE MOROSOV DES ALGEBRES NILPOTENTES DE
DIMENSION ~ 6

La classificationde Morosov [8] est baséesur Ia plus grandedimensionin d’un

ideal abélien maximal: on a toujours 2m >Vl + 8 dim q — 1. Les algébres
nilpotentesde dimension ~ S avaient déjà été classéespar ciautres méthodes

dans [3]. Par ailleurs, dans [11] a Cté introduite une mëthodequi permeten

théoriede classifiertoutesles algebresnilpotentesde dimensionn + 1 connaissant
celles de dimension~ n et leursgroupesd’automorphismes.Les objetsclassifiants
sont alors la dimensionk du centre~ de q et certainesorbitesdansl’ensemblede

tous les sous-espacesde dimensionk du secondgroupe de cohomologiede q/~
pour I’action canoniquedu groupedes automorphismesde g/~. Cette méthode

n’a eté appliqueequ’en dimension 6, redonnantIa classificationde Morosov;
le calcul des orbites présentantdes difficultés, elle ne semble pas pouvoir étre
actuellementutiliséepour la classificationdesalgèbresde dimension7. Mention-

nonsaussiquelquesproceduressurordinateur[7].

On donne dans Ic tableau 1 les commutateurs* 0, et entreparenthesesles

dimensionsdela sériecentraledescendante.

Tableau I

Dimension1

g1, algèbreabélienne (1)

Dimension2

(g1)
2=g

1xg1 (2)

Dimension3

(g1)
3 (3)

n : [X
1, X2] = (3, 1)

Dimension4

(g1)
4 (4)

nxg
1 (4,1)

g4. [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4 (4. 2. 1)
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Dimension 5

(g1)
5 (5)

n x (g
1)

2 (5,1)

g
4xg1 (5,2,1)

g51 : [x1, x2] = x5, [x3,x4] = x5 (5, 1)

g52 : [x1, x2] = x4, [x1,x3] = x5 (5, 2)

[x1, x2] = x3, [x1, x3] = x4, [x2,x5] = x4 (5, 2, 1)

g54 : [x1,x2] = x3. [x1.x3] = x4, [x2,x3] = x5 (5, 3, 2)

g55 : [x1, x2] = x3, [x1,x3] = x4, [x1,x4] = x5 (5, 3, 2, 1)

g56 : [x1, x2] = x3, [x1,x3] = x4, [x1,x4] = x5, [xi, x3] = x5 (5, 3, 2, 1)

Dimension6

produitsdirects.(10): (g1)
6, n x n, n x (g

1)
3, g

4 x (g1)
2, g

1 x g~ (1 ~ I ~ 6)
Autres. (22):

m=5

1) [X1.X2] = X3, [X1,X31 = X4, [Xi, X5] = X6 (6, 3, 1)

2) [X1.X21 = X3, [Xi, X3] = X4, [X1,X41 = X5, [X1,X5] = X6 (6, 4, 3, 2, 1)

m=4

Centrede dim 3
3) [X1,X2] = X6, [X1.X3] = X4, [X~,X3] = (6, 3)

Centrededim 2

4) [X1, X2] = X5, [X1.X3] = X6, [X2,X4] = (6, 2)

5) [X1, X3] = X5, [X1, X4] = X6. [X2, X4] = X5, [X2, X3] = ‘yX6

(~y* 0, a
2) (6, 2)

6) [X
1,X21 = X6, [X1. X3] = X4. [X1, X4] = X5. [X2, X31 = X5 (6. 3, 1)

7) [X1, X3] = X4, [X1. X4] = X5, [X2, X3] = X6 (6, 3. 1)

8) [X1,X2] = X3 + X5. [X1, X~] = X4. [X2, X5] = X6 (6, 3, 2)

9) [X1, X2] = X3. [X1, X3] = X4, [X1, X5} = X6. [X2, X3] = X6 (6. 3, 2)
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10) [X1,X2] = X3, [Xi, X3] = X5, [Xi, X4] = X6, [X~, X4] = X5.

[X2,X3] = ~yX6 (-y * 0, a
2) (6,3, 2)

11) [X
1,X2J = X3, [X1, X3~= X4, [X1, X4] = X5, [X2,X3] = X6 (6,4,3, 1

Centrededim 1

12) [X1,X3] = X4, [X1, X4] = X6, [X2, X5} = X6 (6, 2, I

13) [X1,X2] = X5, [X1, x3~= X4, [Xi, X4] = X6. [X2, X5] = X6 (6, 3, 1)

14) [X1,X3] = X4, [X1, X4] = X6, [X2, X3~= X5. [X2. X5J = 7X6

(y*0) (6,3,1)

15) [X1,X21 = X3 + X5, [Xi, X3] = X4, [X1, X4] = X6,

[X2,X5]=X6 (6,3,2,1)

16) [X1,X3J = X4, [X1, X4] = X5, [X1,X5] = X6, [Xi, X3] = X5,

[X2,X4J=X6 (6,3,2,1)

17) [X1,X2] = X3, [X1, X3~= x4. [X1, X4] = X6. [X2, X51 = X6 (6,3, 2, 1)

18) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X6, [X2, X3] =

[X2,X5]=’yX6 (y*0) (6,4,3,1)

19) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6,

[X2,X3]=X6 (6,4,3,2.1)

20) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6.

[x2,x3]=X5, [X2,X~] =X6 (6,4,3,2, 1)

m=3

21) [X1, X2] = X3, [X~ X5J = X6, [X2, X3] = X4, [X2, X4] = X5,

[X3,X4]=X6 (6,4,3,2,1)

22) [X1, X21 = X3, [X1, X3] = X5, [X1, X5] = X6, [X2, X3] =

[X2, X4] = X5, [X3, X4] = X6 (6,4,3,2, 1)

Remarque

1) Il y a 2 types14 et 2 types 18 non isomorphes(-y= ± 1) maisun seul type

5 et un seul type 10 (‘y = — 1): si l’on posey = I dansles relationsdc commuta-
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tion du type 10, on obtient le type 8 avec X = X
1 —X2, X~= X1 + X2, X~=

= x3 — x~,X~= 2(X5 — X6), X~= x~+ X4, X~= 2(X5 + X6), et de méme
avec le type5 on obtientn x n.

2) Les idéaux abéliens d’une algèbre de Lie de dimension~ 6 ont tous la

mbmedimension.On verraqu’iI n’enest pasdemémeen dimension7.

3) Les algèbres de Lie nilpotentes non stratifiéesde dimension ~ 5 sont
g53 et g56 et cellesde dimension6 sontg1 x g53, g1 x g56 et les types 6, 8. 10,

12, 15, 16, 17, 19, 20,22.

3. PROBLEME DE STRATIFICATION

3.1. Soit g une algèbrede Lie nilpotente de longueurr et un supplementaire

de~”~’gdans~”~g(l~n~r).Onag=~ V~.Soit~1=~t~id~(tEIR),

H~I’ensemble des fonctions f polynomialesde degré n sur g, i.e. fo 6~= t~f

Vt E IR, et P = ~
1jk~ L’algèbre de Lie ~ des champsde vecteursT a coeffi-

k~n

- cientspolynomiauxsurg (i.e. derivationsde l’algèbrePdesfonctionspolynomiales
sur g) tels que TP~C ‘c/n (1 ~ n e~r) est une algebre de Lie nilpotente
stratifiéedelongueurr et l’application p : g -+ ~ définie par:

[d 1
(p(X)f)(Y)=t —f(H(—tX,Y))I VfEP

Ldt jt=
0

00 H ( ., .) désignela sériede Hausdorff, est un homomorphismeinjectif de g

dans~ [6]. ~ ne dépendantque de la graduationde g, toute algèbrede Lie nil-
potentedc mémegraduationque g est isomorphea unesous-algèbrede ~.

Exempie

g5•6estl’algèbrede Lie stratifiéede dimension26 engendréepar

a a a a a a a
— — — — (~)2 (~)~—
a~1 ~2 a~3 - a~4

a a a a a
— ~ (~)3 — ~ — E1(~2)

2— ~ — ‘

E
4

a a a
~i ~3 — ~2~3 — — et l’on a

a~5 a~5 a~5
a 1 a 1 1 a

p(X1) = — — — ~2 + — ~1 ~2 — — ~3 — +
2 a~3 12 2 a~4
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1 1 a
+ — (~~~3+(E)2) — —

12 2

+ — (~)2 _(~a~1~2+— ~3) .-

— + — — + — — (~)2 —

a~
3 2 a~4 2 12 a~5

a 1 a
p(X4)=—— +—~-—

a~4 2 a~5

a
= —

a

oft ~ < sont les coordonnécssur la base(X~)1< de g56 ayant les rela-

a a
tions de commutationdonnécsdans le tableau 1. Dans g56, ~ ~-~— , ~-— +

a a ~5
+ E1 ~-~— + E3 ~-~— engendreune sous-algCbreisomorphea g~,seulealgèbre

de dimension5 ayantmémegraduationqueg56.

3.2. Une algèbre dc Lie nilpotente g de longueur r étant fixée, on peut donc

poserles 2 questionssuivantes:
1) Y - a - t’il une unique algébrede la olus petite dimensionparmi lcs algèbres

nilpotentesstratifiéesdc longueur r contenanta isomorphismepres toutesles
algèbrcsnilpotentesde mémegraduationque q?

2) Y - a- t’il une unique algébrede la plus petite dimensionparmi les algèhres

nilpotentesstratifiées, non nécessairementde longucur r, qui contiennent a
isomorphismeprèsg?

4. METHODE DES DERIVATIONS NILPOTENTES

4.1. Les questionsci-dessusmènent au probléme suivant: étant donné une

algébrede Lie nilpotcnte de dimensionn. determiner touteslcsalgèbresdeLie
nilpotcntcsde dimensionn + 1 qui la contiennenta isomorphismeprès.

LEMME 1. Soit g une aigèbre de Lie nilpotente et 6 une derivation nilpotente

de g. Alors, pour tout X E g, 6 + adX est nilpotente et le produit semi-direct

= 1R6® q estuneaigèbrede Lie niipotente.
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Demonstration. Pour YE g, (6 + ad XY
7(Y) = ~ C’

1 avec C~.= [X0, [X1, [.

[X1_1,X~]...]. X1=XouYou6
1’~Xou6”~Y 0~j~i,

n = i + p
1

de sorteque si 6N = Oct si r designela Iongueurdeg, (6 + ad Xf
1 = 0 Vn ~ (N +

+l)r—l.

Toute sous-algèbredc codimension1 d’une algèbre dc Lie nilpotenteétantun

ideal,on peutainsi obtenira partir d’une algèbrede Lie nilpotentedc dimension

n toutesles algébresde Lie de dimensionn + 1 qui la contiennenta isomorphisme
près,d’oft Ia determinationdc toutesles algèbresde Lie nilpotentesde dimension

n + 1 a partir decellesdc dimensionn. Un point délicatest la separationentypes
non-isomorphesdes seriesobtenues.A cc sujet, on a le résultatpartiel suivant,
qu’on utiliscra implicitementdans la suite, et dont nousomettonsla démonstra-

tion.

LEMME 2. Soit g une algébre de Lie nilpotente et 6, 6’ deuxderivationsnilpo-

tentes deg. Ii existeun isomorphismedel ‘algèbredeLie = IR 6 eg sur I ‘algèbre

de Lie = 1R6’ ® g laissant g stable si et seulementsi ii existe un automor-

phisme
5odeget ke IR\{0}teisque 6’ = k~’ ö~modad(g).

4.2. Algèbresnilpotentesde dimension~ 5

4.2.1. Dimension 3: La seule algèbre de Lie nilpotente de dimension 2 ëtant

(g1)
2, on peut supposer6 = 0 ou 6 = (~~),d’oO respectivement(g

1)
3 ou n.

4.2.2. Dimension4: Typesissusde (g
1)

2 : (g
1)

4.n xg
1, g4.

/0 0

Types issus de n: si 6 * 0, on peutsupposer6 = ( 1 o o ) (avec [X1, X21 =

\o o 0/
= X3) d’oft g4.

4.2.3. Dimension5. On determineles typesautresque lesproduitsdirects.
Types issus de (g1)

4: Ia suite des invariants de similitude de 6 étant (5) ou

(3, 2), on obtient g
55 ou g52.

Types issus dc n x g1: dans la base (X~)1 ~ [Xi, X2] = X3. on a 6 =

= ( 0 0 0 ~ ), A matrice2 x 2 nilpotente,a,/3, ~ E IR. On obtient les algèbres

j3 0 0/
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suivantcs: 1/A =0 i) a=/3=O, y=1 :g51ii)a=1j3=0:g52poury=0,

g53 pour 7=1. 2/A*O. On pcut supposerA = (~~),d’oO: g>4 si /3*0,

0; g56 si/3* 0, 7* 0; g53 si/3= 0.

00
0

Typesissusde g4: on a 6 = ~ a, /3 E IR, donc contient unc sous-

0/30

-algébreisomorphea (g1)
4 ou n x g

1 et les typessontdéjàobtcnus.

Tableau 2

Algébrede dimension4 Aigèbresdedimension5Ia contenanta
isomorphismeprès

(g1)
4 (g

1)
5 g

55 g52 (g1)
2 x n, g

4 x

n x g1 n x (g1)
2 g

4 x g1 g51 / * 5

g4xg1, g5~ /=3,5,6

4.3. Algèbresnilpotentesde dimension 6

On determine,a partirdes algèbresde dimension5, les typesd’isomorphismes
d’algêbres de dimension 6 autres que les produits directs. 6 désigne toujours
une derivation nilpotente de l’algèbre de dimension 5 considérée,modulo une

derivationintérieureet un facteurreel� 0.

4.3.1. Typesissusde(g1)
5

La suitedesinvanantsdesimilitude de 6 étant(5) ou (3, 2) on obtient les types

2 et 1 deMorozov.

4.3.2. Typesissusde n x (g
1)

2

000
A 000

Dansla base(e~)
1~,~ avec [e1, e2] = e5, on a 6 = a ~ B o avec

0

OOpvO
A, B nilpotentes,a, ~3,‘y,X, ~t, V E IR.
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La discussionse ramèneaux cassuivants:

ler cas: B = 0. 1/A = 0 i) p = p = 0: On peut supposer a = 1. = 0, ~3= 0.
X = I, d’oft Ic type 3 de Mozorov. ii) p = 1, V = 0: si a = y = 0, pour ~3= 0 on

peut supposer X = 1 d’oU le type 4, et pour~3= 1, on rctrouvc le type 4: si a =

01

et 7=0, Ofl peut supposerX*O d’oO Ic type 6.2/A = ~ . On peut sup-

poserp=l,v=Oaveca=’y=O,I3*Ooua=0.’y*O,B*Oquidonnenttous
deuxle type 9.

01
2dmecas: B = ~ . 1/ p = = 0, a = = 0. i) A = 0: on peut supposer

01/3 = 1, X = 0 d’oft le type 7. ii) A = ~ : si ~3= 0, on a le type 7 pour X = 0

et 8 pour ,X = 1; si (3 ~ 0, on peutsupposerX = 0 et /3 = 1 d’oft Ic type 11. 2/ p =

= 0, v = 1 redonneles types7. 8, 11. 3/ p = I, V = 0, a= = 0. i) A = 0 donne

les types 12 et 17 suivantque/3etXsonttousdeuxnulsounon.ii)A= (~1):

si /3 = X = 0 on a le type 13, si /3 = 0, X * 0 Ic type 15 et si j3 * 0 Ic type 19.

4.3.3. Typesissusde ~ X

On a ici [e
1, e2] = e3, [e1, e3] = e4 et

00000

a0000

6= 0 0 0 0 0

OpOOv

7X000

Si V = 0, Ia sous-algèbrea de de base(6, e1, 2 ~ I ~ 5) est isomorphe a n x

x (g1)
2 ou (g

1)
5. Les typescorrespondantssont doncdéjàconnuset la forme de

ad (e
1) montre qu’il s’agit de types 6, 7, 8, 11, 1 et 2. On peutdonc supposer

p = 1 et p = 0. Si X * 0, ‘~‘= 0, on a le type 14 pour a = 0 et le type 18 pour

a= I; si A = 0, a n x (g1)
2, les types sont connuset il s’agit des types 7, 11.

l2et 13.

4.3.4. Typesissusde 95,1

On a ici [e
1, e2] = [e3, e4] = e5.
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O :_d b

O x C —a
6= A 0 oftA est nilpotentedeIa forme -~

ab
O Y

0 0 0 o ~ c d
Tr(X) = Tr(Y) = 0. On prendune base~‘ =(e,’. 1 ~i~4) oft A ala forme de

Jordan.

0100
0010

1/ dim (KerA) = 1. Dans ~‘, A = ~ ~ ~ 1 . On a [e1,e1] = a~1e5

0000
1 ~ i, / ~ 4. Les seuls a~1non nécessairementnuls sont a14, a~et a23 = — a~.

Le seul cas possible est a14 ~ 0 qui Se ramène a a1~= — I, a~= 0 et donncIc

type21.
2/ dim (KerA) = 2. La suite des invariantsdesimilitude dc A étantnécessaire-

0100
0000

ment(2, 2), on a dans,q~’A = o o 0 1 et les relations

0000

[e, e] = ae5, [e, e~] = (3e5, [e, e~] = — f3e5, [e~, e~]= ‘ye5. [es,e~] = Xe5

avec aX * (32 Si a = 1 Ia sous-algebrede de base(6, e, e, e~, e5) est isomor-
phe a g~x g1 donc Ic type est connu et c’est le type l4~ si a= 0 on peutsup-

poser/3 = 1 et l’on retrouvedefacon analoguele type I4~.
3/ dim (KerA) = 3. Dc facon analogueau cas précédent,on retrouve Ic type

1 2 enutilisant unesous-algèbreisomorphea n x (g1)
2.

4.3.5. Typesissusde g
5,5

Danscc cas, [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e1,e4] = e5.

00000

a0000

6= 0 0 0 0 0 a,13,-yEIR.

0(3000

07(300

Si /3= = 0 ou (3= 0 et ‘~‘* 0, ~ contientune sous-algèbreisomorphea
ou n x (g1)

2 et I’on retrouve les types 1. 2, 17 et l9.Supposonsdonc ~3= 1.

1/ a= 0. Notons~ au lieu de ~. ~ est le type 16. Pour7*0, ii n’existe
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pas d’isomorphismede ~ur laissantstableg, mais il en cxiste ne laissantpas
stableg, parexemplecelui défini parIa matrice

7
1—0000

2

010000

001000

000100

7
000—10

2

72

000—01
2

dans les basesrespectives(6, (e,)) de et ~. 2/ Si a= 1, Ia matricc ci-dessus

raménea ‘y = 0, i.e. au type20.

4.3.6. Typesissusde 952

Danscc cas, [e
1, e2] = e4,[e1.e3] = e5 et

00 00 0

a A 0 0

6 = ~3 0 0 . A matrice 2 x 2 nilpotente.

00 A

OX p

ler cas:A = 0. si X = 0 ou si A = 1 et ‘y = 0, ~> contientun produit direct de

dimension 5 donc les types sont connuset il s’agit des types 1. 4, 6, 7, 8 et 9.
Supposons donc A = I et y � 0. i) a = /3 = 0: pour p = 0 on a le type 5 si ‘y < 0

et n x n Si 7>0; prenons alors p = 1 et notons~ au lieu dc ~ il exiSte Un

isomorphisme~i : g(5 0—~~(~~1) dont la matricedansles basesrespectives(6, (ei))

de ~y’.0 et ~(1) est triangulaire Si et seulement51 ‘y * — -~- et l’on peutalors

prendrey’ = ± 1 oft ±= sgn(~+ ~)avec pour matricede ~:
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~ 00 000

—— 1 0 0 0 0
2

: :~:::
2’y’

O 00 0—0
7

O 00 0—1
2’y’

Pour ‘y* — ~-, on est ainsi ramenéa p = 0, ‘y = ±I. Pour y = — - , on a tin

isomorphismede sur~(1) laissantg stableparla matnce

1 00 0 0 0

—— 1 0 0 0 0
2

O 0 1 —— 0 0
2

O 00 1 0 0

O 0 0 0 1 ——

2

00000 1

On estdoncramenédanscc cas = 0 avec ic type4.
ii) a2 + /32 ~ o.
On a unealgbbrede graduation(3, 2, 1) si ~32~ = a(a+ (3p) et de graduation

(3, 1, 2) sinon. Dans le premier cas, la sous-algèbredc base(6, e
1, cse2+ j3e3,

e4, e5) est isomomhc a g4 x g1 et en examinantl’action dc ae3— /3e2, on a les

types 1, 6 et 7. Supposonsdoncj32~* a(a + /3p) ct notonsç~~ ~ au lieu de ~.

est le type 10, et est Ic type 8 déjàobtenu. Si p~+ 47 * 0,

la matricc

diag(T,M,M)
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~ 0 a
oft T= M=e~

,~ 1 j3 ~(a+f3p)+/3s~

�=—sgn(p2+4’y)

‘1 ~2 +

~racinecommuneaux 2 equationsa l’inconnueX E IR:

+ /lp) + 2/3’y X~ + a(172+ e) = 0

x2(/3
7 + p(a+ /3p)) + 2X~(a+ /Ip) + (3(~2 + �) = 0

représente,dansles basescorrespondantes(6, (e1)), un isomorphismede ~ 1,0)

sur pour p
2+ 4’y<O, et de g( 1010) sur ~ pour P+ 4’y>O,

laissantstableg
52.

Si p
2 + 4’y = 0, on obtient de facon analogueun isomorphismede

sur doncon est ramené~y = 0 avecIc type 9.

2ème cas: A = (~~).Si y*0, OU 7=0 et p*O, ~ contient g
55 ou

x g1 donc les types sontconnuset ii s’agit des types16, 20, 14, 18. Si ‘y = p =

= 0, ~ contient g51 pour a= 0 et l’on retrouveIc type l4_~,et pour a= 1 on

obtientIc type l8_~.

4.3.7. Typesissusde 95,6

Danscc cas: [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e1,e4] = e5,[e2,e3] =

00000

a0000

6= 0 0 0 0 0 a,/3,’yEIR.

0(3000

O’yjIaO

La sous-algêbrede ~ de base(6, (e1) 2 (i ~ 5) est isomorphea n x (g~)
2si

(3 = a = 0, g
51 si ~3= 0 et a = 1, g52 si/I = 1 eta = 0, et l’on retrouve les types

15, 21, 16. Supposonsdoncj3 = 1, a* 0. Alorsla matrice

1 a~
1 0 0 0 0

O 1 0 0 0 0

O 0 a~1 0 0 0

—a2(1 +a’y) 0 0 a1 0 0

O 0 0 a2 a~1 0

0 0 0 0 a3 a2
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représenteun isomorphismedc sur le type 22 dans leurs basesrcspectives
(6, (es)) et (X1, A’6).

4.3.8. Typesissusdeg53

[e1, e3] = e4, [e1,e4] = e5, [e2,e3] = e5

00000

a 0(300

6= ‘y 0 0 0 0 a,/3,7,AEIR

O y000

0 AOaO

1) a = = 0. Si A = 0. Ia sous-algébredc de base (e1, e4, e5,6, e2) est
isomorphea n x (g)

2 et I’action de e
3 montre qu’on a Ic type 13, dont les rela-

tions dc commutationsont

[X1,X2] =X5, [X1,X3] =X4, [X1,X4] =X6, [X2,X5] =X6

avec le plongementde g53 défini par:

e1=—X2, e2=X4, e3=X1, e4=X5, e5=—X6.

Si A = 1, la sous-algèbrede base(e1, 6 + e3, e4, e5, e2) est isomorphe a g4 x

et si j3 * 0 on a enposant

X1=e1, x2=6, X3=6+e3, X4=e4, X5=f3e2, A’6=e5

Ic type 14 derelation decommutation

[X1, X3] = X4, [Xi, X4] = X6, [X2, X3] = X5, [X2, A’5] = (3X6

avecle plongementdeg53 défini par

e1=X1, e2=—X5, e3=X3—X2, e4=X4, e5=X6.

Si A = 1 et /3 = 0, Ia sous-algèbrede base(6, e2, e5, e3 + 6, e4) n x (g1)
2 donne

letype 12.

2) 7=0, a = 1. Si A = 0, les sous-algébres(_(3ei+ e
3, 6—e1, e4,—(3e5.e2—

— ~ e4)ou (—6—e3,6—e1.e2—e4,2e5,e2+e4)isomorphes a g4 x g1 pour

(3* 0, et 3= 0 respectivementconduisentau type I4_~.Si A * 0, pour /3*0

la sous-algebre(6 — e1,e3 + (6 — e1),(3e2— e4, (3Xes~e4) g4 x g1 donne les
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types 14 si A/3* 1, et 13 si A/I = 1; et pour /3 = 0, la sous-algèbre(6, e1—6—

— Xe3,e2, Xe5, e4 — g~x g1 redonnele type l4_~.

3) ‘y* 0, a = 1. Si jI * 0, { 6, e3 } engendreune sous-algébreisomorphea
g56 qui donnele type 22. Si /3= 0, {e1, e1 — 6 } engendreune sous-algèbreiso-
morphe a g~5si A = 0 et g56 si A * 0, d’oft respectivementles types 16 et 22.

4) ‘y * 0, a = 0. Si /3* 0, {6 — e1,e3 } engendreune sous-algèbreisomorphe
~ g5,6 donnantle type 22, et si /3 = 0, (6, e2,e3,e4, e5) g52 donnele type 16.

4.3.9. Typesissusde954

[e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e2,e3] = e5

000
A

000

6= 0 0 0 0 0

a/30 A

700

aveca,/3, 7 E IR, A matrice2 x 2 nilpotente.
Soit, dans ~, a la sous-algèbrede base(6, e2,e3, e4,e5). Si A = 0, a n x

x (g1)
2 pour (3 = 0 et a g

52 pour /3 * 0 et l’on retrouve les types 8, 9 et 10.
00

Si A * 0, on peut supposerA = 1 0 , a g51 ou a g53 et l’on retrouve

les types21 et 22.

4.3.10. Les résultatsobtenussontrassemblésdansle tableausuivant:

Tableau 3

Algébrede Algèbresdedimension6 la contenant

dimension5

(g1)
5 !~ 2, (g

1)
6, n x ~ g

4 x (g1)
2, ~i x g

51 (1 = 2, 5)

n x(g1)
2 3,4,6,7,8,9, 11, 12, 13, 15, 17, 19, n x(g

1)
3, n xn,

x (g
1)

2, g
1 x g51 (I * 5)

g4xg1 1,2,6,7,11,12,13, 14, 18, (g1)
2xg

4, g1xg51 (1=3, 5, 6)
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Algèbre de Algèbres de dimension6 la contenant

dimension5

1, 2, 7, 12, l4_~, 21, n x n, g
1 x g5,1

955 1, 2, 16, 17, 19, 20, g~x g55

~52 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 20, n x ~ g1 x ~52

g56 15, 16, 21, 22, g1xg56

g53 12, 13, 14, 16, 22, g1 x 953

g54 8, 9, 10, 21, 22, g1xg54

On a souligné les types de Morosov a leurpremiereapparitiondansla lecture

du tableau 3.

4.4. Il n’existe qu’une seule algèbre stratifiée de dimension6 contenant

a savoir Ic type 21. En revanche, 953 est contenucdans les 3 types stratifies
13, 14k, 14_i, qui contiennent aussi I’unique algèbre dc dimension 5 g4 x

ayant mémegraduation quc 953’

La solution des problémes formulés en 3.2 n’est donc pas unique.

5. RESULTATS EN DIMENSION 7

5.1. On determine ici pour chaque algebre de dimension 6 nilpotente Ia série
des algèbresnilpotentesde dimension7 (autresque les produitsdirects) Ia con-
tenant a isomorphisme près, au moyen de relations de commutation dependant

de paramètresreelsarbitraires.

Ii suffit pour cela de donnerla forme que l’on peut supposer d’aprês Ic lemme
2 pour une derivation nilpotente. Les résultatssont donnéspar le Tableau 4.

On noteraque cc problèmen’est pasrésolupar la classificationde [9] baséesur

Ia méthodede Morosov.

5.2. Exemples

5.2.1. Dans le cas n x n, la separationen types non-isomorphesconduit aux

8 algêbresnon-isomorphessuivantes(on indique entreparenthesesles dimensions

de la sériecentraledcscendante).

(i) [X1,X31 = X7, [X2, X3] = X6, [X4, X5] = (7, 2)

(ii) [X1,X31 = X7, [X1, X5] = X6, [X2, X3] = X6, [X4, X5] = X7 (7, 2)
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Ces 2 algêbres contiennent chacune les idéaux abéliens maximaux {X1, X2, X4,

X6, X~}et {X3, X5, X6, X7} de dimension 5 et 4.

(iii) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X7, [X2, X3] = X6, [X~, X5] = X7 (7, 3, 2)

(iv) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X7, [Xi, X5] = X6, [X2, X3] = X6,

[X4, X~]= X7 (7, 3, 2)

(v) [X1,X2] = X3, [X1, X5J = X6, [X2, X3J = X6, [X4, X5] = X7 (7, 3, 1)

(vi) [X1,X2] = X3, [X1, X3] = X7, [X1, X4] = X5, [X1, X5] = X6,

[X2, X3] = X6, [X4, X5] = X7 (7,4, 2)

(vii) [X1,X2] = X3, [Xi, X3] = X7, [X1, X4J = X5, [X2, X3] = X6,

[X4, X5] = X7 (7, 4, 2)

(viii) [X1, X2] = X3, [X1, X4] = X5, [X2, X3] = X6, [X4, X5] = X7 (7, 4, 2)

Les algèbres(i), (v) et (viii) ne figurent pasdansla classificationde [9] et ne

sontpasdesproduitsdirects.

5.2.2. Avec g53 x g~on obtient en particulier la famille ~~1) (t E IR):

[X1,X4] = X7, [X2, X5] = X7, [X~, X6] = X7, [X1, X2] = X4 + tX5,

[A’1,X3] = X6, [X2, X3] = X5 (7,4, 1)

d’algêbresstratifiéesdeux a deux non-isomorphes.On a donc I’exemple d’unc
algèbre non stratifiéc de dimension 6 qui se plonge dans une infinite d’algebres
stratifiées de dimension 7 non-isomorphes.

5.2.3.

a) Avec le type 6, les relations de commutation du produit semi-direct

sont:

[X1, X2] = aX3 + bX4 + aX5 + ~X7

[X1. X3] = j3X5 + AX7

[X1, A’4] = cX3— aX5+ pX7

[X1, X5] = cX7

[X1. X7] = (/3 — b)X6

[A’2,X3] = X7, [X2. X4] = X5. [X2, X5] = X6. [X3. X4] = X6



138 L. MAGNIN

Tableau 4. Saufmention conlraire, lea relations de commutation sont cellesdo tableau I (La base étant canonique dana Ie cas des produits directs)

(gt)6.(o°1000);

ootoool;looooooj;lootoooJ nx~
1):o 0 0 a 0 o\ Io 0 0 0 0 o\ /0 0 0 0 0 o\ Io 0 a 0 0 o\ /0 0

I00000\(I00000\/I00000\/I00000\

/to;0 I 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ~ I ~ 1 0 0 0 0 I I 0 0 0 0 0 0 1 3 I 01 0 (7 ~8 (9(~ 0 A
000100 000000JI000IOO/\000000/

000010 000010/ \ooooto~ ~ ,1
000 \
aO 0 0

lo a o~ /0 0 o\ ( I000
A=0, ft 0 ~).(1 a a) 940(Yt)

2:f 0 ~ 0 0 1 (~I = 0,1. [x

1,x2J =x9

\0 0 0/ \0 1 Oj \.v A 0 0 0 I

ii p. 0 0 0 0/

IA 0 o\ /ota
• /001( 0 B 0~

Ia o\ Ia 0’ I a 0 0
Ia 0 A p 1 i)A=B=0; u)A=ki 0).B=O; iii)A=B=(11 ~) g5,ng1:01 1 0 0 0 0 0)

0/

sO 0 0 0 0 ~2J
\o 0 0 0 0/

Ia I 0 0 0 o\ /0 1 0( 00 0 00 fo a 0 0 \IC1, e2J = 0e5, Ic1, e4]=~e5 let, e2l = ae5, IC2. e~,J= lie5
00010 at Ia 00

ii) 0 0 0 0 0 0 le7e31~—lie5, le2.e4)=7e5 in) ( ~~~~~~ [e2.e~=~e5, [e3,e4l=Xe5

0 0 0 0 0 ( J [ere4]=Aes. OX—li

2*O; ~ 0 0 0 0 0 ( J aA#0

(10(2000/ \lot2lo 0/

/0 0 a /0 0 0 Ia 0 0

/ts 00 0 \ Itt a ~ a Ic 00 a \
eQ ‘I 00 Io 00

g

52xg1 0 0 ~ ~ ~E~i g5~ng1: ~ ~ 0 0 0 0 ) ~5.4~i a jl 0 0 0 (3)

~ 0 A p e 0 (3 I Ic1, e3J =e4~0 A 0 a 0 (4 J ~ 0 0 C 0 (4J
~2 (3 0 0 0/ [et,e41=et\(t ~2 (3 0 0 0/ \~~2 0 0 0

e=0,l. [e2,e31=e, c=0,l.

/o oo \ /000 \ typel: /000 \

1000 0 \ Its 00 0 /aOO1e1,e2]=e4 j 0

000 1000~ 0 0 0 0 I ~X6°

91~ ( a li 0 0 0 0 J Ie
1.e~,I=e3 0 0 ( 0 0 0

0 .~ ~ 00 13/ \o ~ ~ oO 1e1,e4I=e6 ~a ~ p 100!

0 0 0 0/ \(t E~ 0 0 o o/ \o A i’ 0 ( 0/
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et lea paramitres sent des reels quelconques.

0 0 0 3: 0 0 0 a 0 0
aOO 0 100 0 100 0 0 0

0 0 0 1e
1,e2]=e4 0 1 0 a ~

2. OP0000 let.e31=e5 OOe000 ‘ 00?~000 aax
0~pO00 le2.e31=e6 000100 0~p00O 0~p 0

o,~7paa 000010 000010 07P

= 0,1.

4: 0 0 0 0 0 0 I 0 0

cOO 0 0 0 001000
1e1.e2]=e5 ~ ~ 0 ~ ~ ~ 0 ~
1e1.e51=e6 ~ A ~ ~ 0 0 ~ a ~ ~ ~ ~

le2.e31=—e6 00p( 0 0 poxlooa oOO 0

0 0 p ~ a+A 0 ~ 0 0

= 0,1.

00 0 000 00 0 00 0

aD c 0 aOp 0 aO 0 0 a00 0

bO 0 000 PA 0 oao

6. oP—a 00 0 8: OvO OXO oe~ooao

000 OOP—b 0~XO00 714 0000 p70000

71A p cO 0 pvOaOO 710—7000 0XlapO

000 000 000

0 0 a00 0 —700 0 000 0

0 0 0 a 0 0 P —a 0

a~ 0000 II. P70000 12.0 P0070 13.07 00—aO

a7—aXOO 0X7000 P �0000 7110000
0?I—PpOO ,iOOoOO 0 071000 00 X0 O0~

e = 0, I.

00 0 000

0 0 nO 0 0 000 0
+ 14 p—a 0 ~o0

14: a ~ a ±= 15. 0 ~ 0 0 —a 0 lb. ~ ~ 0

±~0a 0 —t4_, A p 0 000 P00 0

0 OX 00 y—XO 00 007

aa 0 000
aO 0 0 0 0 aOO 0

~ o +I8~ a 0 a

17: 0 A 0 0 _~0 18: ~ ±= 19. ~ ~ 0 0 0 0

~ ~ a a a 0 —X 0 a a —I8_~ a A ~ 0 0 0

OOX—p0 00 0 0~±X OOpa+700

000

000 0 0 0 0 0

aO 0

20: ~ 0 21: ~ 0 0 22: ~ 0 0

700 0 oOP 0 aOO 0

0 0 ~ 0 ~ 0 0 ~3 0
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b) Considérons maintenant l’exemple de [1], p. 122, cx. 18: soit le crochet

alterné défini sur l’espaccvectoriel g de base(e~)1 < ~ ~ par [es, e1] = a~1e1+ ~

1 ~i<j~7, i+j~7, avectouslesa11*O.
On peut supposer a23 = a24 = a~= a~= 1. Alors g \ { e~est une algèbre

de Lie du type 6 et dansIa base (e2,— e4, e3, e5, e7, — e6)

0 0 0

O 0 —a13 0

a12 0 0
ade =

1 0 —a14 0 0 0 0

O 0 0 0 0 —a16

0 0 0 —a15 0 0

donc g est une algèbre de Lie si et seulcmentsi a16 = a12 + a14 et a15 = a13,

et alors ~ = g(obc,oi,o,o,o) avec b = — a12 ~ c = a13 aj~’, b * 1.
On aurait Pu supposer a13 = a14 = a15 = a16 = a~= 1 au lieu de a23 = a24 =

= a~= = 1. Alors g \{e2} est du type 19 donc g est unc algèbre de Lie si
et seulement si a24 = a23 et a~= a24 — a12. Par ailleurs, touslesproduitssemi-

-directs issus du type 19 sont deja obtenus a partir du type 6, ou d’un produit

direct; aucun n’est stratifié, mais le type 1 9 est contenu dans l’algèbre stratifiee
de dimension 8 suivante:

[X1, X1] = X1~.~, 2 ~ 7, [X2,X7] = X8, [X3, X6} = —X7, [X4, X5] = X8.

c) Le série centrale descendante de ~abcts~~14) a les dimensionsuivantes:

(1) c*0, b*0, /3=1, b*I (7,5,4,3,2,1)

(2) c * 0, b = 1, /3 = 1, (7,5,4,3,2)

(3) c*0, b= 1, /3=0, (7,5,4,2,1)

(4) c=1, b=j’J=O (7,4,2)

(5) c*O, b=0, /3=1 (7,4,3,2,1)

(6) c=0, b= 1, a
2(/3—l)*aX+p (7,4,3,1)

(7) c=0, b=l, a2(/3—l)=aA+p (7,4,2,1)

(8) c=b=0, a=O (7,3,1)

(9) c=b=0,a=l,j3=O (7,4,2)

(10) c=b=O, a*0, (3=1 (7,4,3,1)
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Dans le cas (1), ~ = ~ (c * 0, b * 0, 1) ne peut étrc isomorphe qu’a
unc autre algèbre du méme cas ~‘ = ~(a’,b’,C’,n,I,~,X’,14) (c’ * 0, b’ * 0, 1) telle

que b’ = b. On peut alors choisir c’ = 1, a’ = a’ = i~’= A’ = ~i’ = 0 ct pour iso-
morphisme de g’ -+ g Ia matrice:

I 0 0 0 0 0 0

a—A
c 0 0 0 0 0

2

ac
0 — 0 0 0

b

0 0 0 c 0 0 0

A a a I
0 0 c————+— —(ac+(~) c

2 0 0
2 2 b b

c A a a
0 0 0 ct~ + — ((~+ ac) c3 c2 — — — — + —

b 2 2 b

I a+A\ ac2
0 0 — nc+t~—~ — 0 c3

b 21 b

avec

a2 3 aA A2 ac 1—b
— ——a2——+— —— +p
2b 8 4 8 2 2

a—A 1—b 1—b a—A
ctc+ ~~c+~(a+A) +

2b b b 2b

c a(A+a)
+ac+bp+~.

b 2

Le cas (1) se composedonc d’une infinite d’algêbresnon-isomorphes~(2) =

= ~ 1,0.1,0,0,0) (t * 0, 1), qui sontcellesde [1].
Les autres cas, sauf (6) et (7) donnent des seriesfinies. Par exemple, le cas

(2) se ramène a c= 1, (3=1, b= 1, a=a=~=X=p=0 par la matrice ci-
-dessus; dans Ic cas (5), ~ = ~ (c * 0) est isomorphe a g’ =

Oa=O

= ~(a,O,1,O,1,0,O,O)~ a’ = , les cas a = 0 et a * 0 n’étant pas isomorphes.
—la*0
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et poura * 0, on peutprendrepourisomorphismedeg’ -~ g la matrice:

a
——0 0 0 0 0 0

c

a
2

— 0 0 0 0 0

a4 aa \ a2
0 0 — —a—+t~1——(/ 0 0 0

C2 C / C

a3
0 0 —— 0 0 0

C2

a2 aa a5
0 0 —(-—+~) —--i 0 0

02 a7 a4 aa
0 0 0 0 —~ ——~ ——+~

C C C C

a3 aa a 06
0 0 — —— — +~~+—(~ 0

c2 c c c c

avec

Xa
—

~1
2c

a Xa A2 ~z

c 2c 4c C

a2 aa Aa2 p.ea Xa A3 piA
—— + — +—

c2 2 4c 2c 4 16c 4c

Dans le cas (7), on trouve en particulier la sérieinfmie ~~3) t E IR, t * — I:

[X
1,X2] = X6, [X1, X3] = (t + 1) A’4, [A’1,X4] = X5, [A’1, X5] = X7,

[X2,X3] = tX5, [X2, X4] = X7, [A’3, X6] = A’7

avec~~3) ~ ~ t = t’; et dansIc cas(6) la séricg~

[X1, X21 = A’4, [X1, X3] = rX6, [X2, A’4] = (t — I) A’5, [X1, A’4] = A’5,



SUR LES ALGEBRES DL LIE NILPOTENTES DE DIMENSION 0 7 143

[A’1,X5] = A’7, [X2, A’4] = A’6, [X2, A’6] = A’7, [A’3. A’4] = A’7

avec +~ t’ = I — t, i.e.: la sérieest indexee par [~,+
5.2.4. Dans le cas 15, ~ est stratifiée si et seulement si a = 1, ~ * — 1,

= A, /3 = 0. Si p.e * 0, g(107714) est isomorphe a g(10001) OU U(!,O,O,O,..~2)suivant
que p> — 1 ou M<— 1, et pour pi = 0 on obtient ~l,O,O,O,O). Ii y a donc exacte-
ment 3 algèbresstratifiécsdc dimension7 contenantle type 15.

5.2.5. II y a d’autres typesqui donnentdesseriesinfinies. Parexemple,les types

4, 1 7, 20 donnent en particulier

g~5) : [A’1,A’2] = A’3, [A’1, A’3] = X5, [A’1, A’5] = A’6, [X1, A’6] = A’7,

[A’1,A’4] = X5, [A’2, A’4] = tX6, [A’2, A’5] = (t — 1)X7.

[A’3,X4] = A’7, [A’2, A’31 = (t — 1)X6 (7,4,3, 2. 1)

avecg(
5) ~ ~ t = t’; Ic type 4 donne encore

~(6) : [A’
1,X4] = A’7, [A’2, A’5] = A’7. [A’3, X6] = A’7. [A’1, A’2] = tA’6.

[A’1.X3]= (t + 1)A’6. [X2,A’3] =A’4, t* 0,—i (7,4, 1)

avcc ~ t’ = — -__~_j. ou — .~-1t-~~, i.e. ~~6) est indexéc par ]— I, O[;

les types9 et 7 donnent en particulier

g~
73 : [A’

1,X2] = A’4, [A’1, A’4] = A’6. [A’1, X3} = A’4 + tA’5,

[X1, A’5] = X7, [A’2, A’3] = X5, [A’2, X4] = A’7, [A’3. A’5] = A’6 (7. 4, 2)

avec t’ = ±t.

5.2.6. Pour 1 ~j ~ 7, q~1) est l’image par une deformation de paramètre t au

sens [5] d’une algèbreg(~’).La dimension 7 est donc la plus petite dimension
oü par deformations d’unc algèbrc nilpotcnte ii est possible d’obtenir des algebres
2 ~ 2 non isomorphes.Dansle casdes aigèbresde Lie résolubics.cela se produit
deja en dimension 3: ~ part ~ et n. les algébresrésolublesde dimension 3

sontproduitssemi-directsIR A u IR

2 ou A estI’une desmatrices:

A —I 1 0 1 0
A= A= .A= XEIR

1 A OA 11

ct I’on a 2 seriesde deformations.
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